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МОДЕЛЮВАННЯ КВАНТОРОЗМІРНИХ ГЕТЕРОСИСТЕМ ТА МЕТОДИЧНЕ 
ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ КУРСУ «ФІЗИЧНІ ОСНОВИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ» 
 
В роботі розглянуто математичне, комп’ютерне моделювання циліндричних квантових точок 
(ЦКТ), для яких досліджені види хвильових функцій електрона, щільність ймовірності, власні значення 
хвильових чисел і енергії та їх залежність від параметрів квантової точки (D – діаметра, Н – висоти). 
На базі результатів досліджень розроблена відповідна лабораторна робота для магістрантів 
спеціальності «Комп’ютерні науки» з курсу «Фізичні основи сучасних інформаційних технологій», в якій 
використовується математичний пакет MathСad  та Scilab. 
Ключові слова: квантова точка, стан електрона, власна енергія, інформаційні технології, 
математичне моделювання, комп’ютерне моделювання. 
 
Постановка проблеми. Різноманітні квантові точки (сферичні, циліндричні, конусні) 
знаходять все більш широке застосування в елементній базі сучасних інформаційних приладів, 
наприклад, монітори на квантових точках (QLED-технології), інжекційні лазери для волоконно-
оптичного зв’язку, сонячні батареї, сенсори на квантових точках тощо [4; 8]. Тому розробка 
відповідних математичних моделей квантових точок (КТ) та їх застосування в лабораторному 
практикумі курсу «Фізичні основи сучасних інформаційних технологій» для магістрантів 
спеціальності «Комп’ютерні науки» є актуальним завданням [6; 11]. Перспективним є розробка 
наближених, спрощених моделей для розгляду фінітного руху електронів у КТ, які дозволяють 
визначити щільність ймовірності та власні значення знаходження енергії носіїв заряду і можуть 
бути використані для розробки імітаційних лабораторних робіт. 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Спектри власних значень енергії електрона 
визначаються в першу чергу геометричною формою, розмірами, речовиною гетероструктури 
напівпровідників КТ та параметрами обмежуючого потенціалу. У роботах [1; 2] розглянуто 
вплив параметрів модифікованого потенціалу Пешля-Теллера на стан електрона та власні 
значення енергії у циліндричній КТ. Знаходження власної енергії основного стану квантової 
частинки, наприклад, електрона у квантовій нитці (циліндрична КТ, в якій висота набагато 
більша радіуса) з точковим дефектом представлено у [10]. Аналітичні дослідження стану 
електронів у пірамідальних та конічних КТ із застосуванням представлення рівняння Шредінгера 
у модифікованій циліндричній системі координат розглядаються в роботі [9]. У статті [3] 
розглянуто стан електрона та власні значення енергії в циліндричній КТ з оболонкою. У роботі 
[14] для розгляду стану електрона в наноструктурах та визначення власних значень енергії 
використані, крім аналітичного метода розв’язання рівняння Шредінгера, інші наближені числові 
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методи (ВКБ - метод, метод кінцевих різниць, метод кінцевих елементів, метод Арнольда), які 
можуть бути застосовані для розгляду різноманітних КТ. Конічні квантові точки розглядаються в 
роботі [15] та інших. 
Мета статті та завдання. Розглянути найпростіші моделі циліндричної квантової точки 
(ЦКТ) з непроникними стінками  у випадку, коли діаметр та висота мають приблизно однакові 
значення (рис. 1а). Дослідити стан електрона (хвильова функція, розподіл щільності ймовірності 
(рис. 2), власні значення енергії) від параметрів ЦКТ шляхом рішення рівняння Шредінгера та 
застосування умови Бора-Зоммерфельда квантування орбіт (нульове наближення метода Вентцеля-
Крамерса-Брилюєна). Розробити імітаційні лабораторні роботи на основі математичного та 
комп’ютерного моделювання з курсу «Фізичні основи сучасних інформаційних технологій» для 
підготовки магістрів зі спеціальності 122 «Комп’ютерні науки». 
Виклад основного матеріалу. При розробці лабораторних робіт з курсу «Фізичні основи 
сучасних інформаційних технологій» нами використано математичне, комп’ютерне моделювання 
низькорозмірних структур, яке дозволяє дослідити стан електрона в різноманітних КТ, визначити 
хвильову функцію, щільність ймовірності, власні значення хвильового числа та енергії, а також 
розглянути залежність цих характеристик від параметрів КТ. Безперечною перевагою КТ, які є 
елементною базою приладів, можливо вважати граничні мінімальні розміри, максимально високі 
значення ККД та можливість керування параметрами КТ. 
Розглянемо стан електронів у ЦКТ (рис. 1а) у випадку непрозорих стінок – це найбільш 
спрощена модель. Потенціальна енергія електрона дорівнює (рис. 1б): 
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Рис. 1 Циліндрична квантова точка: 
а) Н – висота, D – діаметр КТ; б) потенціальна енергія електрона 
 
Рівняння Шредінгера для стаціонарних станів хвильової функції  у 
циліндричній системі координат має вигляд: 
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де m -  ефективна маса, Е – власна енергія електрона, 
      - хвильове число. 
Для розв’язку рівняння Шредінгера (2) використовуємо метод Фур’є розділення змінних: 
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де  ...2,1,0 m  - магнітне квантове число; 
);( 10 rkI - функція Бесселя нульового порядку. 
Для випадку  (S – стани електрона) знаходимо хвильові числа  та власну 
енергію Е електрона, використовуючи граничні умови при 0),(:)(  zRRr  : 0);( 10 RkI  
Звідки:            
R
b
k n11  ,                                                                                  (4)  
де 1nb  - нулі функції )(0 хI Бесселя нульового порядку приведені в таблиці 1 [7]. 
 
Таблиця 1 
 
n 1 2 3 4 5 
bn 2,405 5,250 8,654 11,791 14,931 
 
Для    0)sin(: 2  HkHz , тоді 
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де   3,2,12 n  - квантові числа. 
Використовуючи рівняння (2) отримуємо: 
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Тоді власна енергія електрона дорівнює:   
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Власні значення енергії електрона також можна отримати, якщо застосувати умову Бора-
Зоммерфельда квантування орбіт (нульове наближення метода ВКБ) [9]. 
         hndqp ii 1                                                 (7) 
Для радіальних мод: 
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Для осьових мод: 
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У випадку орбіти, зображеної, наприклад, на рисунку 1, отримуємо 
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Визначаємо амплітуду А хвильової функції ),( zr , використовуючи умову 
нормування: 
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де  11 bI  - значення функції Бесселя 1-го порядку для аргументу нуля функції Бесселя 
нульового порядку   010 bI . 
Будуємо 3D графіки [12] щільності ймовірності знаходження електрона у заданій точці 
простору, яка дорівнює: 
                
   zkrkIAzrzr  21
2
0
22 sin),(),(                             (12) 
 
На рисунку 2 представлені аксіальні та радіальні моди розподілу щільності ймовірності 
знаходження електрона в об’ємі циліндричної квантової точки при мR 9104   та мH 810   
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Рис. 2 Щільність ймовірності ),( zr  для різних станів електрона при 2,11 n  та 2,12 n  
 
Мінімальна власна енергія електрона у ЦКТ суттєво залежить від розмірів ),( HD  
квантової точки та збільшується, якщо розміри зменшуються (6). Наприклад, мінімальне власне 
значення енергії для основного стану електрона (квантові числа 121  nn ) при наближенні 
ефективної маси )1062,0(
31кгm   у випадку 
 
дорівнює . 
    
Мінімально допустимі розміри ЦКТ визначаються параметрами кристалічної гратки 
(приблизно 2 нм). В подальшому значний інтерес представляє розгляд стану електрона в 
циліндричній квантовій точці у випадку стінок кінцевої висоти та для конічних квантових точок 
[12; 15]. 
Висновки і перспективи подальших досліджень. Розглянуто стан S-електронів (носіїв 
заряду) у циліндричних квантових точках з непрозорими стінками. Отримано вид хвильової 
функції, щільності ймовірності знаходження електрона в заданій області квантової точки. 
Досліджена залежність власних значень енергії електрона від параметрів циліндричної квантової 
точки. 
Результати досліджень та математичного, комп’ютерного моделювання використовують 
при організації та проведення лабораторних робіт з курсу «Фізичні основи сучасних 
інформаційних технологій». В подальшому має інтерес дослідження моделей конічних 
квантових точок з оболонкою та різноманітних видів обмежуючого потенціалу.  
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